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ABSTRACT 
Let (M,g) be a complex compact hermitian manifold with dimension complex dime = M 2 2, we 
study in this paper the critical points of the functional: @ = l/2’ J, 101” ttq in the set of the hermitian 
metrics with total volume equal to one, where 0 is 1 form of torsion of the Chern connexion and t 
is a real number such that 1 5 I’ 5 tn. We show that the critical points of this functional are exactly a 
semi-kahlerian metric. 
0. INTRODUCTION 
Soient M une variete complexe compacte, de dimension complexe superieure 
ou egale a 2, et g une metrique riemannienne hermitienne sur M. A ces donnees 
on associe classiquement la lTforme de torsion 6’ de la connexion de Chern, dont 
on trouvera une etude systematique dans [2]. Soit @ = l/2’ J, ]0/2”~K la fonc- 
tionnelle definie sur l’espace MI des metriques hermitiennes a volume total 
Cgal a 1. L’etude de cette fonctionnelle pour r = 1 a CttC faite en [2]. On y montre 
que lorsque la varitte M est une swfirce complexe, Ies points critiques eventuels 
de @ sont exactement les metriques semi-kahleriennes (notion qui pour une 
surface coi’ncide avec celle de metrique kahlerienne). A la fin de cette etude, on 
se pose ([2, page 5121) la question de savoir si ce resultat reste toujours vrai 
lorsque la dimension complexe est superieure ou egale a trois. 
Notre objet consiste ici pricisiment a rtpondre positivement i cette question 
par l’enonce suivant (Theo&me 6): Soit A4 une vuriiti complese, conzpacte, her- 
mitienne, de dimension complexe t?gule ti m, si r est Gel tel que 1 5 r 5 m, les points 
critiques de lu~f&ctionnelle sf sont esuctement les mPtriques semi-kiihl$riennes. 
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Notre methode consiste, comme dans [2], a construire deux inegalites de sens 
contraire. Cette construction differe sensiblement de celle faite en [2]: En effet 
nous explicitons ici la variation a l’ordre 1 de la forme de torsion par variation 
de la metrique, alors que l’ingenieuse methode de [2] permet de s’en dispenser 
au moyen d’un artifice qui n’est utilisable qu’en dimension 2. Enfin on doit ob- 
server des proprietes de positivite (au sens de P. Lelong) pour certaines (q,q)- 
formes qui apparaissent, propriites qui sont immediates en dimension 2. 
I. RAPPELS ET DiFINITIONS 
a) Soient M une varieti complexe compacte, de dimension complexe m supe- 
rieure ou egale a 2, et g une mitrique riemannienne hermitienne sur M; i.e. qui 
s’ecrit en coordonntes locales holomorphes g = C g,, +” 8 dz” + C g,j.,,dr-% 
d,_" , oti la matrice g = (g,,j) est hermitienne et positive. Dans tout ce qui 
suivra, nous utiliserons les conventions (et notamment celle d’Einstein) et no- 
tations du calcul differentiel absolu holomorphe au moyen de coordonnees 
‘adaptees’ tel qu’expose dans [4]; en particulier les indices grecs varieront de 1 a 
m et les indices grecs conjugues varieront de 1 a r?i. Ainsi, si F est la forme de 
‘Kahler’ associee a la metrique hermitienne g (i.e. la (l,l)-forme reelle partout 
strictement positive definie par: F(X, Y) = g(JX, Y)), son expression locale 
est: F = i Cg,,jdz” A dz”. Le volume riemannien s’exprime alors aussi par: 
[jr: = Fm/m! d’ecriture locale: in’det(g,B)dzl A dz’ A . A dz” A dz”‘. L’opt- 
rateur de multiplication complexe sur l’espace tangent sera designe par J ainsi 
d’ailleurs que sa ‘contragrediente’ sur les formes qui consiste done a multiplier 
une @,q)-forme par iYpf’. Nous designons par (> ) le produit scalaire hermitien 
ponctuel sur les formes differentielles sur M tel que classiquement defini dans 
[4] et [6] et par I.1 la norme associee a (, ). L’operateur * de Hodge est alors ca- 
racterise par l’identite w A *T,& = (w, $)v,. Avec ces definitions, nous rappelons 
que si 7 est une 2-forme sur M, la trace de n (designee par tr(q)) est la fonction 
scalaire sur tout A4 : tr(q) $f(q, F). 
Les donnees qui precedent permettent de definir un produit hermitien global 
sur les formes (, ) = J, (, ) y, et done de definir les operateurs d*, d* et a* ad- 
joints respectifs des operateurs d, d et 8. Rappelons que la I-forme de torsion 
0 = Jd’F est la trace de la torsion de la connexion de Chern V et done somme 
de la (l,O)-forme 6 = -i@F et de la (O,l)-forme 8 = id’F. Par ailleurs, les 
symboles F0 ‘j et Fci’? = F,‘, designeront, dans une carte holomorphe, les 
symboles de Christoffel de la connexion de Chern V qui ne peuvent etre non 
nuls que lorsque ses trois indices sont simultanement soit grecs soit grecs con- 
jugues c.J [4]. 11s sont classiquement don&s par Fc,‘Lj = g? “d,,g,!j; ainsi si ti 
designe la matrice de connexion nous ecrirons w = g-lag. La torsion n’a done 
elle aussi que des composantes ‘pures’ et ses composantes’grecques’ sont done: 
T ’ - r,, -‘j - (I J - ri,?,. Ainsi: 19~ = tiLy, = TC,$ et 8, = 9, = T,,;;. 
Une metrique riemannienne hermitienne est dite kahlerienne si sa forme de 
Kahler Fest fermee; elle est dite semi-kahlerienne si la I-forme de torsion est 
nulle, ce qui est equivalent a dire que la (m - 1, m - 1 )-forme F”‘-’ est fermee, 
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puisqu’on a dF”‘-’ = 8 A F”- ‘[7, 3. Lemme 21. Cette formule a aussi pour 
consequence: lorsque la dimension complexe est 2, les notions de mPtriques semi- 
kiihl&iennes et kiihlbiennes cotizcident. 
Pour toute forme N, l’adjoint de la transformation lineaire T/J H c~ A ,$ sera 
designe par I’(a), nous l’appelerons encore ‘produit interieur par la forme Q’, en 
particulier nous posons il = i(F). 
b) Rappelons aussi que la formule dite d’adjonction donnee dans [6, Propo- 
sition 2.31 permet de generaliser celle donnee dans [3, Lemme l] pour les 
(q,O)-formes et aussi de voir que si w est une (1 ,q)-forme sur M, qui s’ecrit dans 
une carte locale: w = (l/q!)w,,, :i, ,,qdz” A dz31 A . A d&, alors d*w est la 
(O,q)-forme sur M dont les composantes antisymetriques sont donnees par: 
Observons que pour une (l,O)-forme w la formule d’adjonction s’ecrit aussi 
d*w = tr(iaw + iS A w). 
c) Opkrateur de Lichnerowicz. A tout endomorphisme C-lineaire B de l’espace 
tangent complexifie TcM, nous associons un operateur Q(B) qui a un tenseur T 
sur M fait correspondre un tenseur Q(B)T et dont les composantes sont don- 
ntes par la formule (2) qui suit: 
ou it, jc varient dans l’ensemble { 1,. . ,m, i.. . , ti}. Comme dans [4], on iden- 
tifie un tenseur completement antisymetrique a une forme, et l’optrateur Q 
n’est alors autre que l’operateur defini en [5, page 91 a un facteur multiplicatif 
pres. C’est est une derivation interieure de degre 0 c$[l, page 3311 (i.e. 
Q(B)(w A $1 = Q(B)w A $J + w A Q(BM,) e c’est aussi une representation d’al- t 
gebre de Lie (i.e. Q[B, B’] = [Q(B), Q(B’)]), qui est en chaque point de la va- 
riete, l’extension naturelle a l’espace des tenseurs en m de l’action de l’algebre de 
Lie des endomorphismes de l’espace tangent T,,,M. 
Dans ce qui suivra S sera un operateur reel J-lineaire et autoadjoint pour la 
metrique riemannienne ce qui aura pour consequences que Q(S) conservera le 
type des formes et que nous avons: (Q(S)w, $J) = (w, Q(S)+). 
2. VARIATION DE LA MbTRIQUE RIEMANNIENNE HERMITIENNE 
a) GtnPralitPs. Rappelons que si S est un endomorphisme de l’espace tangent 
reel qui est .I-lineaire, il est represent& en coordonnees locales par un champ de 
tenseurs tel que: S’;J = S ,, - 3 0 (J-linearite) et Sk,, = Sfis (realite). En con- 
tractant S avec le tenseur mitrique g nous en obtenons la forme covariante 
designee encore par S et avec seulement des composantes mixtes verifiant 
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S,?,,, = S,,,,. Dire que S est autoadjoint pour g est equivalent a dire que sa 
forme covariante est symetrique i.e. que: S;,,,, = S,,,. Dans un tel contexte, 
nous noterons (abusivement) S la m x m-matrice S = (s”,j) et par S la matrice 
(S”J) conjuguee de la precedente, de telle sorte que ‘Sg = gS. On note [Y(S) la 
trace (reelle avec nos hypotheses) de la (m x m)-matrice S. 
Un cas particuliirement important est celui ou S est de surcroit un en- 
domorphisme autoadjoint positif@ pour la metrique g. Nous definissons alors 
une nouvelle metrique riemannienne hermitienne g, par la formule g,(X: Y) = 
g(@X, Y) = g(X, @Y). Nous pouvons aussi interpreter g, comme la forme 
covariante de @. Si nous considirons la forme hermitienne g@ associee a cette 
nouvelle metrique, ses composantes sont donnees par la formule: 
(ge),,,,j = g,,,y@‘~~~ que nous ecrivons plus brievement g@ = g8 = ‘@g. Re- 
ciproquement, toute metrique hermitienne sur M s’obtient a partir de g au 
moyen d’un endomorphisme positif (pour g), d’ailleurs unique par le pro&de 
qui precede. La forme we de la connexion de Chern associee a gm est donnee 
dans un repere holomorphe par: we = @‘-‘g-‘a(@) = g-‘?Ig + F’ (a@ + 
g’dg@ - @g-‘as) = w + cp~‘V@. 
Considerons maintenant une famille g.7 de metriques hermitiennes sur A4 
dependant de man&e C” d’un parametre reel s defini au voisinage de 0 et telle 
que go = g. En vertu de ce qui precede, cela revient a considerer des auto- 
morphismes positifs @, tels que @O = Id. En designant par & la dirivee en s = 0 
de Q’S, nous voyons que &J est un homomorphisme autoadjoint B (non ne- 
cessairement positif), et qu’en designant par ti (resp. f,, ‘?) la derivee de la 
forme de connexion de Chern (resp. de son symbole de Christoffel) de la me- 
trique g, en s = 0; on a, puisque la derivee covariante de l’identitt est nulle, les 
formules: 
(3) A = VB i.e. aussi : fc,aia, = V,,B:’ 
b) Variation Li lbrdre I du produit scalaire ponctuel. Designons par (> ), 
(resp.(. ),y) le produit scalaire hermitien ponctuel (resp. le produit scalaire her- 
mitien global) par rapport a la metrique hermitienne g, sur l’espace des formes 
differentielles sur M. 
En remarquant que la derivee de g: prise en s = 0 est -g”/‘B;;, et en se rap- 
pelant de la definition de I’operateur Q, on voit que la derivie de (w. $),s ens = 0 
est donnee par la formule: 
(4) ;( (w. q+,), (~ ,, = (Q(Bh $4 
.I 
ou d et G sont des @,q)-formes sur M, fixees (i.e. independantes du parametre .v). 
Observons que l’operateur Q a ete defini de telle maniere que cette formule de 
derivation du produit scalaire ponctuel soit vraie pour tous les tenseurs (meme 
contravariants ou non anti-symetriques). Pour le produit scalaire global, il en 
resulte que: (d/ds)(w. ?+!I),~ (, = Q(B)w + tr(B)w. 
c) Variation de la (l,O)-forme de torsion. Considerons g,, s au voisinage de 0 
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comme pricedemment, et sa (l,O)-forme de torsion 6, = -ia:FT oti 8,; est l’ad- 
joint de l’operateur 3 par rapport au produit scalaire hermitien defini par la 
metrique g,Y; 8 designant alors la derivee en s = 0 de cette (l,O)-forme de tor- 
sion. 
Proposition 1. La variution de 11 (l,O)-forme de torsion est donkepar la formule 
suivante: 
(5) 9 = &r(F) + i3*j; - i(J 
Dhmonstration. En utilisant la variation a I’ordre 1 de la connexion de Chern 
donnee par la formule (3) nous avons: 
&, = j;,“,j - lyr, = Q,,B’,j - V,#‘,, = d,,tr(k) - VJB”,, 
D’une part la formule (1) permet d’ecrire: -V,jB;‘,, = (ipk),, + ijAB:, et d’autre 
part && = -(Q(B)iJ),13 nous pouvons alors ecrire: 
a,, = &tr(F) + (ipp),, + ti~B;t = i$tr(k) + (ia*h),! - (Q(B)S),,. 
En d’autre termes: 
8 = &r(F) + ia*k - Q(B)ti. 
Enfin, il est aise de voir que: Q(B)ti = i(Jd)F, et il en resulte: 
19 = atr(i;) + ia‘F - i(JJ)j;. 0 
3. PROBLkME AUX VARIATIONS 
a) Points critiques. Soit M, I’ensemble des metriques hermitiennes de volume 
total egal a I. Un point de M I sera designe indifferemment par la mitrique g ou 
par la forme de Kahler F qui lui est naturellement associee. Considerons la 
fonctionnelle @ de MI dans R definie par: @P(F) = (l/2’) J,w 18\2’r~, = lw 1 312’v, 
oti r est un nombre reel tel que 1 5 r 5 m. Soient s un parametre reel defini au 
voisinage de zero et une mitrique F, qui en depend de maniere C”; on pose 
F = F0 et F = (d/ds)F,I,szo. 
L’hypothese que la variation se fait a volume constant s’ecrit alors: 
(6) (F. F) = I:,, tr(k)l,+y = 0. 
Nous sommes done naturellement amene a la definition: 
DCfinition 2. On appelle point critique de @ une structure hermitienne Fde MI 
telle que la dirivee directionnelle: (P(F)b = (d/dt)@(Fs),G=o soit nulle pour 
toute 2-forme F verifiant (6). 
b) Condition d’estremum pour lu ,jbnctionnelle @. La variation a l’ordre 1 de 
la fonctionnelle @ s’tcrit: S = JM r(29. ti)‘-’ (8; 79) + 18j2’tr(F)ug. Posons: 
cp = (S, vJ)‘-’ = ltiy121’p2, (4) donne alors: (1Y:29) = 2%(8:ti) + (Q(B)lil,ti) = 
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2?F2(14,73) + (;(Jz?)+, 6), et done: & = J Y(2R(9, cp?Y) + (i(J?Y)F. 99)) + 
J19[~~fy(&. Or (5) p ermet de rekcrire & sow la forme: 
(7) 4 = 
J 
r(2X(f%(i;) + ia*&, y7’Ly) - (i(J79)F. cpd)) + 1291”tr(F)v,. 
Comme (i(Js)p, (~29) est riel et est Cgal i -(p. i(p29 A d), nous obtenons: 
(8) 4 = r(t;. i&8 - i&a8 + if@ A 7Y)+ 
J 
(r(a*@ + i5*yY) + I~!l~“)tr(F)z+. 
M 
Ainsi, Fest un point critique de P, si et seulement si pour toute 2-forme rCelle i- 
vkrifiant (6): 
(9) r(F. i&G - i&+729 + icplp A 8) + 
s 
(r(f?*cpd + a*g~.T) + I#“)tr(F)~~,, = 0. 
M 
L’kgalitk: (F: i&929 - id@ + iyz.Y A 19) = 0, pour toute 2-forme r(telle i; i trace 
nulle, entraine l’existence d’une fonction scalaire X sur M telle que: 
(10) i&o8 - i&+& + i&9 A IY = XF i.e. encore : d(Jy&‘)“~” + kp19 A Jt3 = XF. 
La relation (9) devient done: J’(Y(~*@ + a* y8 + X) + j1912”)tr(k’).r5 = 0 pour 
toute 2-forme rtelle F vkrifiant (6), il existe alors une constante rkelle k telle 
que: 
(11) rX + i(3*(p19 + a*@) + I@” = k. 
Or, en vertu de la formule (l), nous avow 
(12) = -tr(XF) - 1912’ 
= -Am - lfl12’. 
Le premier terme de (12) ktant une divergence, l’intkgration du dernier terme 
sur A4 permet de voir que: @ = -m sM X z+. Par inttgration de l’kgalitk (11) nous 
obtenons: (1. - m) sM X ~1~ = k et done k = ((m - r)/m)@. Ainsi, k est > 0 dks 
que r 5 m. On dkduit le lemme suivant: 
Lemme 3. Considerons la fonctionnelle Q, comme ci-dessus aver I’hypothtsc 
1 5 Y 2 m, alors la fonction -A qui apparait darts la condition d’extremum (10) est 
partout 2 0. Deplus, elle nest identiquement nulle que si fl lest aussi i.e. encore si 
cette extremum est une mitrique semi-kiihlerienne. 
DCmonstration. En reportant dans (11) l’expression de 3*(p6 + a*98 donnie 
dans (12) nous trouvons l’kgalitit: -X = (k + (r - 1)~f~2’)/(r(m - l)), d’oti le 
rtsultat puisque k > 0. 0 
Considkrons maintenant la 2-forme exacte d(icptY - iipzY). Dksignons par 
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in = ia& - iacp8 la partie de type (1 ,l) et par n = id@ - i&4 sa partie de type 
(2,O) + (0.2); la condition d’extremum (10) implique l’egalite: w = -XF + 
icpd A 8. Nous obtenons ainsi le risultat: 
Lemme 4. DClfinissant le.s,fbrmes w et 7 comme ci-dessus; si la mPtrique g est un 
extremum pour la fonctionnelle Qi, la quantitg S w”’ est positive, et elle est identi- 
quement nulle si et seulement si X est nulle. 
Dkmonstration. 
s J’ 
&y’ = (-XF + iyx9 A 8)“’ = 
J’ 
(-X)mF’l’ + m(-A)“‘-‘+6 A 8 A F”‘-’ 
= m! (-A)“’ + (-X)“‘P’tr(icpzY A ti)UR = m! (-A)“’ + (-A) 
s s 
“‘P’ 11912’1?g 
montre que le resultat provient de -A > 0. 0 
Lemme 5. Pour toute (q? 0)-f orme <, aver q un entier nature1 infkrieur ou &gal Li m, 
la 2m-forme iq’< A < A F”’ ‘1 est positive ou nulle. 
DCmonstration. Le resultat itant ponctuel, on peut supposer que 
F = i C I <o < ,,, dz” A dz”. 
Si K=-{cu;:..., CX,,,_~} est une suite croissante de (~1 ~ q) entiers inferieurs 
ou egaux a m, posons: ~5~ = ifn _ qdz”l A dz”l A . . . A d+ 11 A dz”~~~~q, nous 
avons done: F”‘-Y/(m - q)! = 5 wvK. 
SiZ={/3t.....&} t es une suite strictement croissante de q entiers, posons: 
dz’ = d+‘l A . A dztcf, la (q. 0)-forme < s’ecrit done: t4.O = C aId,-‘, il vient 
alors: I 
Chaque fois qu’un dz” apparait dans le ‘monome bvK, son conjugue d? y ap- 
parait aussi, si bien que le deuxieme membre de (*) ne comporte que les termes 
pour lesquels I = J; il s’ecrit done: iq’ 1 K, J aJ*d? A dzJ A wK, oti K et J sont 
complementaires dans l’ensemble { 1. . . ~ m}. Or, iq’dz” A dzJ = iYdz,‘I A dh 
A A dz,t A d&cl, ce qui montre que: 
- F”‘-” i”‘Sq.0 ,A, e/.0 A ~ = 
(m-q)! 
ThCorkme 6. Soit A4 une variPtP complexe, compacte, hermitienne, de dimension 
complexe &gale d m, si r est r&e1 tel que 1 5 r 5 m, les points critiques de la fonc- 
tionnelle CD sont exactement les m6triques semi-kiihbiennes. 
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Demonstration. L’expression de n donnee plus haut montre, qu’avec des coef- 
ficients ak.[ > 0, now pouvons ecrire: 
Une etude du type des formes qui apparaissent dans cette somme montre que 
ne doivent etre pris en consideration que les termes avec coefficients: 
hl ‘ef a2l.I > 0; ceci permet, en posant p = [m/2], de reecrire la somme qui pre- 
cede sous la forme simplifiee: 
I=p 
(ti + q)“’ = w”’ + C b&” - ‘I’ A (d~19)’ A (m)‘. 
J =: , 
La condition d’extremum (10) montre que: w”‘~” = (-XF + pi79 A ST?)“’ ” = 
(_X)“zp21F”‘~2~ + (m _ ‘3~)(-,,j)“‘-2’p’pifl A J A t;‘~~~~f~~lq ce qui donne: 
Comme (a@)’ et ~9 A (a@) sont respectivement des (2e! 0) et des (2Y + l,O)- 
formes, nous pouvons appliquer le Lemme 5 a ces formes; la positivite des 
quantites p, -A et bp, montre alors que les deux derniers termes du deuxieme 
membre de cette egalite sont des (m,m)-formes positives. La ri-exactitude du 
premier membre montre que l’integrale sur A4 du deuxieme membre est nulle, 
ce qui n’est alors possible que si l’integrale J, w”” est 5 0; ainsi, JM J”’ est nul 
(Lemme 4), ce qui est equivalent a X = 0. D’apres le Lemme 3, la I-forme de 
torsion H est nulle. 0 
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